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Résumé 

Nous établissons pour un opérateur type convolution, une inégalité à poids entre 
espaces de Lebesgue faible et un espace type amalgame de Wiener sur R muni d'une 
mesure qui n'est pas nécessairement doublante. 

Abstract. 

We establish a weighted inequality for an operator of convolution type, between 
weak Lebesgue spaces and a Wiener amalgam type space on K equipped with an other 
measure which need not to be doubling. 
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1 Introduction 



Considérons dans M. une mesure de Radon positive fj non atomique et telle que pour tout 
réel a on ait 

,u((-°°,a)) =//([a,+~)) =°°. (1.1) 

Nous noterons L° := L°(R,/i) l'espace vectoriel complexe des classes d'équivalences mo- 
dulo l'égalité /v-presque partout des fonctions complexes ^-mesurables sur M.. 
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Soit xq un réel fixé. A tout réel r > 0, il est possible d'associer une partition de 
intervalles If = la', a', j) ,i € Z telle que 

1 . <2q = x 

2. ^ (/[) = r, / G Z. 

Soient p,q,a des éléments de [1,°°]. Posons 
► X^ = {/€L%||/|| î)P <oo},avec 



en 



i {WfxM 1 

sup||/X/[|| 9 

iez 



si 



si 



p < oo 
p = oo 



r >0 



où II ■ Il désigne la norme usuelle dans l'espace de Lebesgue LP :=L?(R,//) et 5Qr la fonction 
caractéristique de l'intervalle /[, et 

► X^« = {/6L /||/||^, a <oo},avec 



\q,p,a 



supr" 'i 

r>0 



■Wfhp- 



Si nous prenons dans ses définitions la mesure de Lebesgue à la place de p., nous obtenons 
respectivement l'espace amalgame (L q ,£ p ) introduit par Wiener dans ifïTI (voir aussi ll8l). 
et l'espace (L q ,£ p ) a des fonctions à moyenne fractionnaire intégrable introduit par Fofana 
dans 0. En procédant comme dans [3] avec les modifications idoines, on montre que : 

1. (x™, 



( , ,,y est un espace de Banach complexe et \X q > p,a , \\-\\ qpa j est un sous- 
espace vectoriel normé complet de X q - p , 
L'espace X q ' p,a est non trivial si et seulement si q < a < p, 
si a € {p,q} alors X q >P> a = L a , 

si q < a < p alors il existe une constante C > dépendant uniquement de q, p et a 
telle que pour tout élément / de L° 

||/IUa<C||/||* , 



supV({*eK: |/(x)| >M) ÏÏ , 

XX) 



ou 



(voir Q). Nous rappelons que l'ensemble des / G L tel que H/H^», < 00 est l'espace de 
Lebesgue faible noté L a -°°. 

Des inégalités à poids entre espaces de Lebesgue faible et espace (L q ,£ p ) a ont été 
établies pour l'opérateur de Riesz et l'opérateur maximal fractionnaire associé dans le cadre 
de l'espace euclidien n-dimensionnel dans [4]. Nous rappelons qu'une fonction poids est 
une fonction positive sur W 1 localement intégrable. 

Pour être plus précis, nous définissons dans R" muni de la mesure de Lebesgue, l'opérateur 
maximal fractionnaire xn q r pour 1 < q < P < oo par 



ro?,p/(*) 



sup |B[P « 

boule B3x 



\fXi 



x € 
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où \B\ désigne la mesure de Lebesgue de la boule B, et l'intégrale fractionnaire Iy (0 < y < n) 
par 

pour tout élément x £ M." pour lequel cette expression a un sens. Fofana démontre dans H 
le résultat suivant, qui a été généralisé dans |5 ] aux espaces de type homogène. 

Théorème 1.1. Supposons que : 

• 1 < q < a < p avec < ± = ^ - L 

• q < qi < ai < pi avec 0< ± = j- - ^ < j-, 

• v est une fonction poids vérifiant la condition 

sup |g|H ||vx G || ( Hv^XfilL/i.ix < °°- 

R"DQ cube /v « «i y 

Alors il existe une constante C > telle que 

vctfdy) ' <cx- 1 \\M\ quPuai (x- 1 ii/n ^'^"^ 



pour tout réel À > et toute fonction / de W Lebesgue mesurable. 

Ce résultat couplé à un contrôle en norme faible de l'intégrale fractionnaire Iy par 
l'opérateur maximal, permet d'avoir un résultat analogue pour L. 

Notons que dans le cas de l'espace euclidien W muni de la mesure de Lebesgue tout 
comme dans le cas des espaces de type homogène, nous utilisons la propriétés de double- 
ment de la mesure qui se traduit par 

n(B{x,2r) <Cp.(B(x,r)), x € M", < r, 

pour une mesure i u, laquelle propriété n'est pas imposée pour la mesure considérée dans ce 
travail. 

Nous considérons dans ce travail la généralisation X q,p,a de l'espace (L q ,£ p ) a , avec la 
mesure ^ non atomique vérifiant juste la condition (IX- X b - Nous établissons dans le Théorème 
12. Il une inégalité à poids similaire à celle du Théorème 11. Il pour l'opérateur maximal p 
défini par la relation (12- 1 b - L'opérateur qui remplace Iy dans ce cas est l'opérateur K défini 
par la relation (13 - X b - Un contrôle en norme faible de cet opérateur par l'opérateur maximal 
m q p ( v °i r Théorème l3.1l >. nous permet de démontrer la proposition 13.41 

Le reste de cet article est organisé comme suit : 

Dans le 2 nd paragraphe nous démontrons la continuité de l'opérateur maximal fraction- 
naire „ entre espaces X qp a et espaces de Lebesgue faible, en utilisant un lemme de 
recouvrement à la Besicovitch adapté. Au paragraphe 3, nous démontrons le contrôle en 
norme faible de l'opérateur K par l'opérateur maximal n, ce qui nous permet de déduire 
de la continuité de l'opérateur maximal, une inégalité à poids pour l'opérateur K. Dans le 
paragraphe 4, nous appliquons nos résultats à une mesure absolument continue par rapport 
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à la mesure de Lebesgue, et nous montrons que certains résultats classiques de l'analyse 
harmonique sont des cas particuliers des nôtres. 

Dans tout ce qui suit, C désignera une constante réelle ne dépendant pas des quantités 
en présences, sa valeur pouvant varier d'une occurrence à l'autre. Les constantes indicées 
telles que Cq ne changent pas de valeurs dans les différentes occurrences. Lorsqu'aucune 
précision n'est donnée, p,qeta seront toujours des éléments de [1,°°] tels que q < oc < p. 

2 Inégalités à poids pour l'opérateur maximal ^ 



Pour tout / G L q loc , nous définissons la fonction maximale pour 1 < q < [3 < oo 

par 

m»f(x)=su Vf i(I)V-ï\\f% I \\ q (2.1) 

H * xel 

le supremum étant pris sur l'ensemble des intervalles de M contenant x et de mesure finie. 

Théorème 2.1. Considérons q, a, fi,qi,a,i,pi dans [1,°°] tels que 

• l<<7<a<p\ 

• q < qi < ai < Pi avec 0<^-± = ±<^. 

Soit v une fonction poids sur M pour laquelle il existe Co > telle que nous ayons 

(m fi ^d^Hj^f^ — dp.)— <C si q<qy 
(^//A^II^X/IU) <C si q = q x 

pour tout intervalle / de R. Alors il existe C\ > telle que pour tout / G L° et pour tout 
X > nous ayons : 



1. (J E ydp.y KC^U^fv^dp)*; 

2. lorsque oc < [3 

Uv e dpY <C, (X-'WMU^)^- 1 \\f\\ q ,~, a ) s{ v-iï, (2.2) 

où E x = [x G R : m^f(x) > l} et ± = I - J . 

Pour la démonstration de ce théorème, nous aurons besoin du lemme de recouvrement 
suivant démontré dans [2], où un résultat similaire au théorème ci-dessus est donné pour les 
mesures. 

Lemme 2.2. Supposons que : 

1. f est une famille d'intervalles semi-ouverts à droite de M, telle que 

sup{/i(F) :Fer}<°°, 
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2. pour tout élément F = [a, b) de f , c F est un point de l'intervalle (a,b) vérifiant 
fi([a,c F )) =fi{[c F ,b)) = \n{F), 

3. £ = {c F :F 

4. [A, fi) est un intervalle de R tel que fi( [A, fi)) < <». 
Alors il existe une suite (f})fer d'éléments de f telle que : 

1. £n[A,B) C U f6 /Fj 
2- L-e/XF,<5. 

Démonstration du Théorème \2.1\ Soient / G L° et X > 0. Pour tout x G 2?^, nous considérons 
un intervalle G x C M contenant x et qui vérifie 

l*(Gx)*~hfXo x \\ q >*. (2-3) 

et deux réels a x et vérifiant 

a* < x < b x etfj([a x ,x)) = /j([x,b x )) =fi(G x ), (2.4) 

et nous posons I x = [a x ,b x ). 

Fixons x 1 G E x et R > ;u(Gy) > 0. Il existe deux nombres réels A et fi tels que fi([A,x')) = 
n{[x!,B)) = R. Nous posons E X , R = {xeE x : G x C [A, fi)}. Puisque fi([A,B)) = 2R, 

sup {fi(I x ) :xeE XR } <oo. 

D'après le Lemme I2T21 il existe une famille (/,•),> i d'éléments de {I x : x G E x } telle que 
L;>i Xij < 5 et E XR C U,>iij. Nous avons par conséquent 

_e_ 

où nous utilisons pour la dernière inégalité le fait que < 1. D'où, 

Vu le choix des G x pour * G £"x et l a construction des I x , nous avons 

ll/X/J* =2*"'MG*)*~«||/X/J« > 2P-^(^)^H/5CgJU > 2P"«A,. 
i_i i_i 

Donc pour tout i > 1, nous avons 2« PA, t/(/,-)P 9 ||/X/, II? > 1. ce qui permet d'avoir 



25 U"V(//)^ 
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Cette relation devient 



f v% 



pi 



<L ||vX/,||eA.- 1 ||/3ùsv|| ïl ||v- 1 X/,||ji2.25 P/ift)* « 
,>i L 41 



(2.5) 



grâce à l'inégalité de Hôlder. Par conséquent, compte tenu des hypothèses sur v, il existe un 
réel C2 indépendant de / et X telle que 



pi 

f v^y <(c 2 x- i r^[\\fv Xl ,\ 

J El,R ) ,>l 



1P1 



91 J 



(2.6) 



1. Puisque gi < p\, on a 



£1 

'/i 



(>i 



Il vient alors que 



(2.7) 



2. Soit a < |3. Si 11/11 a = 00, alors il n'y a rien à démontrer. Nous supposons alors que 
\q 00 a < 00 • P° ur tout x e nous avons 



/i(G x )5 P < ^H/XgJI^^- 1 ! /X Gn/ Mc) 
< 2A,- 1 /i(G,)«-=||/|| ï) - I „. 



<2X" ! 



/i(G,) 117 



Par suite 



v(I x )=2v(G x )<2(2X- l \\f\\ q , 00 , a y i 



ou, 



1 = 1 — 1 
s a p ' 



Soit r =: sup :xeE x }<2 (2X~ l H/H^a) 7 - Nous avons r< 2 (2À" 1 ||j 
Posons pour tout entier relatif j, 

Mj = {i>l: n/}) > 0} et AfJ = {i > 1 : n/J) = /ift)} • 
Pour tout j € Z, nous avons 



>,a ) ■ 



ieM j 
de sorte que 



£ / l/vr^j '< / |/vr£x,n/;) ?1 <5 



fm 



>5^£n / |/v| ?i ^ 



(2.8) 
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Or le membre de droite de ( 12.8b est supérieur ou égal à 



□ 



\<eu jeZ M° \ JI ' / jeZ i€M j\M^ \ Jl ' nI 'j , 

car pour i G M°, J /n/r l/v^ 1 ^ = J 7 \ fv\' n dp. D'où 

j i j i 



<n 



pi 



> 



puisque pour i ^ (Jj e zM { j (ce qui implique i € U ; (M ; \M ( j)), il exite un unique entier 
ji tel que 7, = (/,• n/p U (/,• n 7J. +1 ). Il vient alors que 



I(ii/v X ,ii ?1 r<c£ 



pi 



<C||/v||^ 1)ai r«i «. (2.9) 



En tenant compte de la majoration de r, nous obtenons, à partir des relations (12.91 ) et 
(EU), 

,Y(-L— L) 



v%) <0,- 1 ||/v|| îl)Pl)ai (A ( 



q,°°,0.) 



Puisque v est positive, nous obtenons le résultat en faisant tendre R vers oo. 



Corollaire 2.3. Supposons que l<a<oc<B, etO<- — A<-<^. Alors il existe une 

q p p ce 

constante C > telle que pour tout élément / de L° nous ayons 



— C \\f\\q,p,0.i 



avec 



i _i_ i >o 

s — a p > u - 



Démonstration. Prendre dans la Théorème |2.1| v = 1, ai = a et q\ = q □ 

Par interpolation et en utilisant l'injection continue de L a dans X q 'P' a , nous obtenons 

Corollaire 2.4. Supposons que l <q <OL<$et^ = ~ — 4 > 0. Alors il existe une constante 
C > qui dépend uniquement de q, p et a telle que , pour tout élément / de L a , 

Kp/|,<cii/n a . 
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3 Contrôle de l'opérateur type convolution associé àm^ 

Nous considérons dans ce paragraphe l<g<[3<ooet une fonction k paire et positive 
sur R, décroissante sur R + et telle que 

sup||*(x--)||«,.< oo et sup||*(--y)||* <<», 

xeR ' yeR 

où k(- —y) :ï4 k(x— y), k(x — •) : y h-» k(x — y) et ^ = 1 — p. Nous posons 

Kf(x)= [ k(x-y)f(y)dfi(y) (3.1) 
Jr 

lorsque l'expression de droite a un sens. L'opérateur maximal m^p étant l'opérateur maxi- 
mal associé à l'opérateur K, nous commençons par un analogue du Théorème 1 de 191 . 

Théorème 3.1. Supposons que 

1. il existe une constante réelle Co telle que 

mL P ^±^.)<c,, (3.2) 

et 

hm-fsup ^~ r n ^ <C , (3.3) 

2. k est semi-continue inférieurement. 

3. p est une mesure borelienne positive sur R vérifiant la condition C'est-à-dire pour 
tout £ > il existe ô > tel que pour tout intervalle / de R et tout sous-ensemble E 
de /, nous ayons 

n(E)<Sfi{I) =>p(E)<ep(ï). 
Alors pour ~ = ~ — A, il existe C > telle que nous ayons 

supÀ K p ({jc e R : > A.}) < CsupX K p ({x G R : m£ „/(x) > X} 

XX) XX) ^ 

pour tous K > et / G x q - p - a . 

Pour la preuve, nous aurons besoin des lemmes suivants : 

Lemme 3.2. Soient p,q et [3 comme dans le Théorème 13. Il II existe deux constantes réelles 
B > et Di > telles que si 

1. a,betc sont des nombres réels vérifiant a > 0,b > B,c > 

2. f G X^'" et est positive, 

3. I = (jci,jc2) est un intervalle de R tel que /u(I) < oo et Kf(xj) < a pour y = 1,2 
alors ^({x G / : Kf(x) > aô et J(x) < ac}) < D x (g 
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Démonstration. Considérons un élément positif / de X qp ' a , des nombres réels a > 0,b > 
et c > et un intervalle / de M comme dans l'énoncé. Nous supposons que l'ensemble 
{x £ I : pf(x) < ac} est non vide, car dans le cas contraire il n'y a rien à démontrer. 
Posons g = fx,eth = f-g. 

1. Puisque /u(I) < oo et / appartient à X q ' p ' a , nous avons g G L q . Par ailleurs puisque 
I + 1 - 1 = i il découle du Lemme 15.3 de [6] que Kg G LP-°° et 

ii^ii;,-<c 11*11;. ikn,. 

En utilisant la définition de l'espace Z/>°° et la relation ci-dessus, nous obtenons 



n({x€R:\Kg\>f})< 



2C » 



avec Di = (2C\\k\\^ co ) p . 

Or pour tout t G {x G / : of(x) < ac}, nous avons 

Ikll, = \\fxi\\ q <M')'< P /(0 < MO'- 

Donc 

2. Soit x un point de /. Nous avons 

/.Kl /■+<*> 
k{x-y)f(y)dn(y) + / *(x-y)/(y)<//i(y). 

En utilisant la décroissance de k sur R + nous obtenons 



k(x - y)f{y)dniy) < k(xi- y)f{y)dn{y) < Kf(xi ) < a. 

3 J OO 

De manière analogue, 

K x -y)f(yW(y) < a - 



X2 

D'où 

Kh(x) <2a ,x G /. 

3. Considérons B > 4. Si b > B alors nous avons Kh(x) < ^ pour tout x G /, et par suite, 



^({x G / : Kf(x) > ab et p /(x) < ac}) 



ah ah c 

< a/({x G / : Kg(x) >—}) +A ,({x G / : Kh(x) > —}) < Di(-) p tf) 



Ce qui achève la preuve du lemme. □ 
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Lemme 3.3. Soient q, [3 et r) comme dans le Théorème 13.11 II existe une constante réelle 
D2 > telle que si 

1. x\,X2,yi et^2 sont des nombres réels tels que y\ < x\ < X2 < y2 et ju([yi,JCi]) = 

Ki x 2,y2]) >H([XUX2]) 

2. f est un élément positif de L° à support contenu dans l'intervalle [x\ ,x 2 ] 
alors 

' *r/W<D 2 (Jfe| ; ) i m» p /W si x>n. 

Démonstration. Soient des nombres réels x\,x 2 ,yi,y 2 , et un élément / de L° vérifiant les 
hypothèses du lemme. 
Fixons x € (y 2 ,°°). 



■-V2 



Kf(x)= k{x-y)f{y)dn{y)< / k(x-x 2 )f(y)dfi(y) < k(x-x 2 )\\f\\ qf i([x h x 2 })7 : 



où la dernière inégalité découle de l'inégalité de Hôlder. Par ailleurs le support de / étant 
contenu dans [xi,^] C [jci,jc], il vient que 



Kf(x) <k(x-X2H[x l ,x 2 ])7 (,u([x u x}))î Fmjp/(x) 



(3-4) 



Posons s 



3^jy . Nous avons ^([jci,^]) = -fi([x 2 ,y2}) < ~n{[x 2 ,x\), ce qui implique 
xi,x 2 ])+n{[x 2 ,x\) < (l + ±)n([x 2 ,x]). Donc 



11 1 _ i 



Puisque k £ L"^ 00 et est décroissante sur R + , nous avons pour tout réel r > 



(3.5) 



#,r])<^eR:iW>^})< 



Il Hti ^ * 



soit &(r) < 



211*11;,. 



MM))ÏÏ 

l'inégalité (13.41 ) peut alors s'écrire 



-. En prenant r = (x — X2) et en tenant compte de la relation (13.5I ). 



i"([*2,*]) 

fi([0,x-x 2 ]) 



Un raisonnement analogue permet de montrer que pour tout élément x de (— °°,yi), on a 



Kf{x) < D 2 



1 ^ 
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Démonstration du Théorème \3.1\ 1. Soit / G X q,p,a , f > 0. 

1 er cas : Supposons que / est à support compact contenu dans un intervalle J = [x\ ,x 2 ] 
de R. Soit X > et 

F x = {xeR:\Kf(x)\>X}. 

Puisque Kf G L p, °°, on a /7(FjJ < °°- Par ailleurs, k étant supposé semi continue 
inférieurement, nous avons d'après la Proposition 2.3.2 de [1J que Kf est semi conti- 
nue inférieurement. Par suite, F x est un ouvert de R, et peut s'écrire F x = U me jif/ OT , 
les I m étant des intervalles ouverts de R deux à deux disjoints et M un ensemble 
dénombrable. 

Pour tout m G M et tout nombre réel c > 0, nous avons 

/i ({x G 7 m : */(*) > XB et m" qfi f(x) < Xc}) < Di(|)^«) 

d'après le Lemme [372l les constantes B et Di étant celles de ce lemme. Puisque la 
mesure p satisfait à la condition il existe 8 > tel que si < c < 8 alors pour tout 
m G M 

p ({x G I m : Kf(x) > XB et mj p /(x) < Xc}) < (4t) • 
Les 7 m étant deux à deux disjoints, il vient que 

p ({x G R : Kf(x) > XB et m^ p /(x) < Xc}) < ^p (F x ) . 

Or 

{x G M : *T/(x) > XB} C {x G R : mj p / > Xc} U {x G M : £/(x) > XB et mj p /(x) < Xc}. 

p ({x G R : Z/(x) > XB}) 

D01K < p ({x G R : mJ )P /(x) > Xc}) + p ({x G M : £/(x) > XB et mJ )P /(x) < Xc}) , 

et par suite 

p ({x G R : Kf(x) > XB}) < p ({x G R : m£ p /(x) > Xc}) + ^p (F x ) . (3.6) 

Posons L= \yi,y 2 ] avecyi < xi < x 2 < y 2 et /i([yi,xi]) = ju([x2,y2]) = n{[x\,x 2 ]). 
D'après le Lemme [331 pour tout x G M \L 

\ ^«<MJf4)H P /w - 

Donc d'après (13.21) en choisissant l'intervalle [xi,X2] suffisamment large, nous avons 
pour tout x G R \ h 

Kf{x)<D 2 (C Q )k m ^f{x). 
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Choisissons c = inf{8, — - — r }. Pour tout x G R\L, tel que Kf(x) > X, nous avons 

O2(C )ïï 



D 2 {C^m^f{x)>X 

c'est-à-dire que 
Donc 

{i£l\L: > À} C {x G M : mj p /(x) > Xc} 



m « B /W> l —^>te. (3.7) 

O 2 (C )^ 



A partir de la relation (13.61) . nous obtenons 

p({x£R:Kf(x)>XB}) < p({xeR:mf 1 qfi f(x)>'Kc} 

+ y[p({xel\L:A:/(i)> A,}) + p ({x G L : £/(x) > X})] 
< 2p ({x G M : m^ p /(x) > Xc}) + ^p ({x G L : Kf{x) > X}) . 

D'où en multipliant les deux membres de la dernière inégalité par X K et en prenant le 
supremum pour < X < N, on obtient 

sup X K p ({x G R : Kf{x) > XB}) < 2 sup X K p ({x G M. : m£ *f(x) > Xc} 

0<X<N 0<X<N ^ 

+ - sup B- K X K p{{xeL:Kf(x)>X}). 

2 0<X<N 

Cette inégalité peut encore s'écrire 

B K sup X K p ({x G M : Kf(x) >X}) < 2 sup c~ K À K p ({x G M : m£ „/(x) > X} 

Q<X<NB 0<X<Nc ^ 

+ ^ sup X K p({xeL:Kf(x)>X}). 

C'est-à-dire que 

B K / \ 

— sup X K p ({x G M. : £/(*) > X}) < 2 sup c~ K A K p ( {x G M : J{x) > X}) . 

(3.8) 

En faisant tendre N vers oo nous obtenons 

supX K p ({x G M : Kf(x) > X}) < CsupÀ K p ({x G M : J{x) > X} 
x>o x>o v 9,p 

2 e cas : Supposons que / est à support non compact. 

Pour tout entier n > 1, posons /„ = fX[-n,n]- Nous avons /„ G X q,p,a et est à support 
compact. Donc d'après le résultat du 1er cas, 

supÀ K p ({x G M. : Kf n {x) > X}) < CsupÀ K p ({x G M : J n {x) > X}) . (3.9) 
x>o x>o v 9 ' p 1 
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Puisque la suite {Kf n ) n >\ converge en croissant vers Kf, et la suite (tti^g/ n )„>i est 
majorée par g/, le théorème de la convergence monotone nous donne le résultat 
escompté. 

2. Pour le cas d'un élément quelconque / de X q ' p,a , nous posons f\ = sup(/,0) et fi = 
sup(— /,0). Nous avons f\ et f% qui sont des éléments positifs de X q,p ' a tels que 
f = f l -f 2 . Puisque 

{x G M : \Kf(x)\ > %} C {x € M : Kfi(x) > |} U {x € R : Kf 2 {x) > |}, 
le résultat découle de la partie [T]et du fait que < et < ^f. 

□ 

Proposition 3.4. Supposons que 

- il existe une constante réelle C3 > telle que 

lïïfsup*^ <C ie tm(su P ^§) <C 3 , (3.10) 

- k est semi-continue inférieurement, 

- 1 < q,CL,q\,CL\,p\ < 00 tels que 

0< r < 7; < 1 < 1 „ 1 1 1 
- p - a - <? - avec0<- = ^, 

< #i < oti < p\ 8 <7i p 

v est une fonction mesurable positive sur R et il existe une constante C4 > telle que 
pour tout intervalle / de M nous ayons 



{m h v6 ^) 9 (m h v ™ q d/I ) m - Ca si q<qu 

(^// v6 ^) 9 II v_1 XjII- <C 4 si 4 = <?i. 

Alors il existe C > telle que pour tout élément positif / de L° et < X < 00 

1. (j Fi v°dX e <c(i- i f R \f V rd^. 



(3.11) 



2. Si p < ^ alors 



v 9 ^J < CAT 1 ||/v|| îliPl)ai (^-l/Hï.-.a)^* 1 (3-12) 

où F X = {x € M : Kf(x) > X} et ± = I - J. 

Pour la preuve, nous avons besoin du lemme suivant qui est classique lorsque l'espace 
considéré est de type homogène [7]. Mais avant donnons un Lemme de différentiation dont 
nous aurons besoin. La preuve est donnée pour question de clarté. 
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Lemme 3.5. Supposons que Q = {Q{x,r) : (x,r) GR x R^}, est une famille d'intervalles 
de M telle que : 

Vx€R\tf,Vn€]R£,3S€R^:VrE (0,8] ,x G <2(x,r) C (x-ti,x + ti) et < fi(Q(x,r), 

où := {x G R|3f! , r 2 G M* + tels que ju((;e — r\ ,x + r2)) = 0} est un ensemble négligeable. 
Si / est un élément de h\ oc alors pour /^-presque tout point x G R, 

f(x) = lim 1 / /(y)^(y). (3.13) 

Démonstration. I er cas : / est intégrable et continue. 

Soient x G R \N et £ > 0. Il existe r\ > et 8 > tels que 

Vy€(x-l\,x + T\),\f(x)-f(y)\ <£. 

et 

VrG (0,8] ,x G Q(x,r) c (x-r|,x + r|) etO <//(g(jc,r)). 
Donc, pour tout < r < 8, 



1 



fj{Q(x,r)) J Q(x , r) 
et (13.131 ) s'en suit. 



f{y)dp(y)-f{x) 



< ( J ss f \f(y)-m\diïy)<£, 



2 ,eme cas : / est intégrable. 
Posons pour tout a > 



Eij = |xGl: lim sup 



(n ! [ f(yW(y)-f(x) 
(j{Q{x,r)) J Q ^r) 



> a 



Pour £ > 0, il existe une fonction h intégrable et continue, telle que \\f— < £. Puisque 
h vérifie la relation (13 - 1 3b . il vient alors que 

£ a CiVu{iGR:m(/-/ 1 )(i)>^}u{ieM: \f(x)-h{x)\ >|}, 

où mf désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood définie par 

ro/(x) = sup-r- f \f(y)\dfi(y). 

Cette opérateur étant de type (1, 1) faible, nous avons (i({x G R : tn(/ — h)(x) > §}) < §£. 
Or 

K{*eR:[/(*)-*(*)|>|})<|. 

D'où n(E a ) < ^£, ce qui montre que E a est /^-négligeable. 
yeme cas . y est loc alement intégrable. 
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Pour tout entier n > 1, considérons un intervalle ouvert /„ = (a n ,b n ) tel que a n < < b n 
et /u((a n ,0]) = /u([0,b n )) = n, et l'intervalle compact K n = [A n ,B n ] contenant /„ et vérifiant 

mm(/u([A n ,a n ]),fi([b n ,B n }),a n -A n ,B n -b n ) > 1. 

Posons , pour tout entier n > 1, g n = f%K„- La fonction g n vérifie (13.131 ) et pour x € I n , 
Q(x, r) C K n pour r suffisamment petit. D'où 

limsup -— - — — f f(y)dfi{y) = f(x) pour tout x € I n , 

et l'assertion s'en suit. □ 

Lemme 3.6. Soient /u une mesure de Radon non atomique sur R telle que (11.11 ) soit vérifiée, 
et w une fonction poids sur R. S'il existe 1 < r < oo tel que ^ (w) < °°, où 



SU P (w)SM x )M x )){-^î) IMx) r-idn{x)) r 1 si r>l 

intervalle 

su p (jÀr//w(*y/'W)l|wx/llL- si r=1 

intervalle 



(3.14) 

alors il existe deux constantes 8 > et C > telles que pour tout intervalle / de mesure non 
nulle dans R et tout sous-ensemble mesurable E de /, 

Démonstration. Soit 1 < r < oo, et w une fonction poids vérifiant (13.61) . Alors il existe deux 
constantes réelles y et C strictement positif, telles que 

fw{x)^dn{x))W < ^ fw(xy +1 dn(x), 

pour tout intervalle / de mesure non nulle. En effet prenons comme subdivision de l'inter- 
valle /, la famille (/?? . J me N* 1 ue nous construisons par récurrence comme suit : 

- prendre pour 7jL et lL\ deux intervalles contenus dans I tels que I = ih-, U//L et 

M/ ( 1 1) )=M/( 1 2) ) = ^)> 

- pour tout m > 1, si nous supposons déterminés les intervalles Ifr 1 . >, avec /, € 
{1,2}, prendre pour . > fixé, deux intervalles Vf. et Tf. -, conte- 

L ' J ' ^ f ' (li,...,! m _i,l) (ii,... ,i m _i,2) 

nus dans 1^.^ tels que/'" . , ^...^ =^ m _ l) et = 

Fixons < a < 1, et considérons la suite géométrique (a^/teN de premier terme do = 
Ii w i t )d-t et de raison |. En procédant comme dans la preuve du Théorème 9.2.2 de (7), 
nous pouvons extraire de cette famille une sous-famille {hj} j vérifiant 



a k < — — ^ f w(t)dt < 2a k , 
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et telle que pour /^-presque tout x G t4 = U;7fcj, il soit toujours possible de construire une 
famille d'intervalle Q(x, r) comme dans le Lemme 1331 avec r qui tends vers et 

r-^0/i(ô(*,r)) J ô (x,r) 

La preuve s'achève à l'aide de l'inégalité de Hôlder comme dans le Théorème 9.3.3 de 171 . 

□ 

Démonstration de la Proposition \3.4\ Posons w = v 6 . Nous avons Ar{w) < °°, avec r = 
l + 0(§ - Par suite, la mesure p telle que dp(x) = w(x)dfi(x) vérifie la condition Jï£ 
d'après le Lemme [331 Donc d'après le Théorème 13. Il 

supX K p({xGM: \Kf(x)\ >X}) <CsupX K p({xGM:n/ B /(x) > X}) , K > 0. (3.16) 

Posons 7^, = {x G R : #/(*) > X} et £ l = {ïel: „/(*) > X}. Il vient alors que 

supX K / v Q dfi(x)<CsupX K f v e d^(x), K > 0. (3.17) 

Le résultat découle de (13.171) et du Théorème 12. Il □ 

Nous pouvons déduire de la Proposition I3.4l le résultat suivant. 
Corollaire 3.7. Supposons que : 

/ / fi([t,t + r})\ ( fi([t-r,t])\\ 
max hm sup — — — -— , hm sup — - — — < °°. 

W~\teR KM) ) ^~\tâ K\-rA) ) ) 

1. Si <7,OC,P,<7i,OCi,/?i sont des éléments de [1,°°] tel que : 

- 1 < q < a < P avec < \ = ± - J, 

- <? < <?i < ai < Pi avec 0<±=^-^<^ 

alors il existe C > telle que, pour tout élément positif / de L° et tout réel X > nous 
ayons : 

KM* <CX- [l+ <-^ ] \\f\\ qupi>ai WfWttu^, (3.18) 
où F x = {x G R : Kf(x) > X} . 

2. En particulier si 1 < g < a < p\ j = ^- petg = ^- p<|<^ alors il existe C> 
telle que, pour tout élément positif / G L° nous ayons 

< c (ii/ni.a uni 6 < c ii/h^ . 

Démonstration. 1. Il est clair que v = 1 vérifie les hypothèses de la Proposition 13.41 Par 
conséquent, l'assertion découle immédiatement de cette proposition. 
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2. Considérons un élément positif / G L° et X > 0. En prenant q\ = q, a\ = a et p\ = p 
dansQ]), nous obtenons 



{---) 



\q,p,a \\J \\q,°°,u > 

c'est-à-dire 

v(^'<c(ii/iiL„ii/ii|;f a xe 

Par suite, pour tout élément positif / de L°, nous avons 

ll*/ll*~ < C f ll/H La 11/11 Ua) < C | M , lhpxl . 



La dernière inégalité s'obtient en se rappelant que \\f\\ q „ a < UJ u „ a . 
□ 

Le résultat précédent a la conséquence suivante ; 

Corollaire 3.8. Supposons que : 

/ / K[t,t + r]) \ —( fi([t-r,t]) \\ , 
max lim sup — , lim sup — — — < 00 • 



Sil<a<P<°o alors il existe C > telle que pour tout élément positif / de L° nous ayons 

\\Kf\\U<C Il/H*,- 

Démonstration. Puisque 0<p<^< iet ^ — p<^, nous pouvons trouver p,<7 > 1 
vérifiant ^ — p < ^ — p < | < ^- Remarquons que 1 < g < a < p. Donc, d'après la Propo- 
sition 13.41 il existe C' > telle que, pour tout élément positif / de L° nous ayons 

\\f\\ q ,~,a<\\f\\ q ,p,a<C'\\f\\* a ,«,- 

Par ailleurs, d'après le Corollaire 13.71 il existe C" > telle que, pour tout élément positif / 
de L° nous ayons 

\\m:^<c''\\f\\l P , a \\f\\l;J,a. 

La conjonction de ces deux inégalités termine la preuve. □ 
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4 Application 



Nous supposons que 0<a<y<l<a< i-| et posons i = ~ — y^. 
1. Notons ^/ la mesure définie sur R par <i/i(;t) = \x\~ a dx. Alors nous avons 

H{[t,t + r\) 



sup 



et 



M([0,r]) 



sup 



<2, r>0 



<2, r>0. 



.17-1 



2. Notons k le noyau défini sur M par &(je) = \x\ 

Remarquons que k est positive, semi-continue inférieurement, paire et décroissante 
sur R_|_ et vérifie 

supp(--30||* <2 l -\-^-)K 



\—a' 



ou 



1 _ l-Y 



1 



y- a 



T| l-o 1— a - 

3. Considérons le potentiel de Riesz Iy défini par 

I y f(x)= f \x- y r l f(y)dy. 

JR 

Il est clair que pour tout élément positif / de L° nous ayons 

I y f(x) = [ k(x-y)F(y)dfi(y)=KF(x), x£R, 
Jr 

oùF(y)=f(y)\y\ a . 

Par conséquent, en appliquant les Corollaires I3.7l et [378l nous obtenons le résultat suivant. 
Proposition 4.1. 

Il VlL.oo — C \\F\\q,p,a 11-^ II?,»' 1 

avec j = i — y^, F (je) = |jc| a /(jc), je € M et / élément positif de L°. 
2. Si 1 < a, alors il existe C > telle que, 

||VlL,o» < C \\ F \\*a,oo, 

pour tout / élément positif de L°. 

Supposons que 1 < a. Grâce au théorème d'interpolation de Marcinkiewicz, le© de la 
Proposition 14. 1 1 permet de retrouver le résultat suivant (voir ifTUlO : Il existe une constante 
C> telle que 

||/y/|L<C||F|| a ,/eL a (R^); 

c'est-à-dire 



1 . Si 1 < ci aeti = 4- |r|<i<i alors il existe C> telle que 

1— f 



\x\ » Iyf(x) ) dx 



<C 



\f{x)\ a IjeI ^ dx 



, f £L a {WL,\x\ a ^ dx ) 
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